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Описаны новые возможности и рекомендации применения техноло­
гий Wolfram Research для создания и сопровождения интеллектуальных 
обучающих систем. Приведены примеры из практики подготовки учебных 
материалов дисциплины «Компьютерная графика».
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В в е д е н и е
Важным направлением развития современного образования является повыш ение 
эфф ективности использования информационных технологий [1, 2]. В настоящ ее время 
аппаратное и программное обеспечение компьютера предоставляют разные возможности 
создания и использования электронных документов с компонентами интеллекта, ди н а­
мической интерактивности. Такие документы  имеют ряд преимущ еств перед печатными 
изданиями. Актуальной является задача определения требований к содержанию элек­
тронных документов (особенно при организации дистанционного обучения [3, 4]), спосо­
бам их подготовки, типовым правилам визуализации информации, что предполагает р е­
ш ение ряда технических вопросов.
В данной работе описаны основные возможности и рекомендации применения 
технологий компании W olfram  Research, в частности, системы компьютерной алгебры 
M athem atica  и формата вычисляемых документов CDF для создания и сопровождения 
интеллектуальных обучающ их систем; приведены примеры из практики подготовки 
учебны х материалов дисциплины  «Компьютерная графика».
Б а з о в ы й  и н с т р у м е н т а р и й
О системе Mathematica
В середине X X  века на стыке математики и информатики возникло и интенсивно 
развивается фундаментальное научное направление компьютерная алгебра -  наука об 
эф ф ективны х алгоритмах вычислений математических объектов. Н аправление ком пью ­
терная алгебра представлено теорией, технологиями, программными средствами. К при-
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кладным результатам относят разработанные алгоритмы и программное обеспечение для 
реш ения с помощью компьютера задач, в которых исходные данны е и результаты имеют 
вид математических выражений, формул. Основным продуктом компьютерной алгебры 
стали программные системы компьютерной алгебры -  СК А (Com puter Algebra 
System, CAS).
П рограммных комплексов, выполняю щ их символьные вычисления, достаточно 
много; систематически выходят обновления и описания возможностей новых версий. 
С обзором СКА по состоянию на 2008 г. можно ознакомиться в книге [5], текущ ее состоя­
ние и основные функциональные возможности описаны в [6]. Больш инство СКА не толь­
ко применимы для исследования различны х математических и научно-технических за­
дач, но и содерж ат все составляющ ие языков программирования -  де факто являются 
проблемно ориентированными языками программирования высокого уровня. Ш ирокое 
распространение в настоящ ее время имеют следующ ие СКА: Derive, M axim a, Axiom , R e­
duce, M uPAD, M athcad. Особое место занимает система компьютерной математики 
M ATLAB. Л идерами СКА являю тся M athem atica  и M aple  -  мощ ные системы с собствен­
ными ядрами символьных вычислений, оснащ енные интеллектуальным пользователь­
ским интерфейсом и обладающ ие ш ирокими графическими и редакторскими возмож но­
стями. Эти две системы по факту являются кроме прочего интерактивными математиче­
скими энциклопедиями, в которых можно изучать описания, постановки задач, методы 
реш ения, выполнять упражнения.
Система компьютерной алгебры M athem atica  компании W olfram  Research являет­
ся одним из наиболее мощ ных и широко применяемых интегрированных интеллектуаль­
ных программных комплексов мультимедиа-технологии. В системе реализованы и до­
ступны пользователям практически все возможности аналитических преобразований и 
численны х расчётов, поддерживается работа с базами данных, графикой и звуком. 
M athem atica  даёт пользователю возможности анализировать, манипулировать, иллю ­
стрировать графиками все функции чистой и прикладной математики. Система обеспе­
чивает расчеты с любой заданной точностью; построение двух- и трёхмерны х графиков, 
их анимацию, формирование геометрических фигур; импорт, обработку, экспорт изобра­
жений, аудио и видео [6, 7]. Отмечаются уникальные возможности системы M athem atica  
в научно-методическом обеспечении образовательного процесса и научных исследований 
в высш их учебны х заведениях [7].
Формат вычисляемых документов (CDF)
Н ачиная с версии 8, пользователи M athem atica  получили возможность создания 
интерактивных книг, отчётов, программных приложений в CDF формате [8]. Такие доку­
менты с помощью бесплатной программы CDF Player можно свободно распространять и 
работать с ними, в том числе в виде веб-объектов всех популярных браузеров. CDF доку­
менты можно создавать с инструментами интерактивности (меню, кнопками, указателя­
ми, бегунками, динамическими локаторами), с возможностями представления результа­
тов в математической нотации, визуализации шагов вычислений и иллюстрирования 
графиками всех типов (1D, 2D, 3D, анимация), импорта и экспорта результатов во все об­
щ епринятые форматы данны х и графики. Реакцией на команды пользователя через ин­
струменты интерактивности являются обеспечиваемое использованием встроенной вы ­
числительной подсистемы ф ормирование и обновление контента. В докум ентах формата 
CDF можно размещ ать текст, таблицы, изображения, аудио и видео, предусмотрено также 
использование печатной вёрстки и технических обозначений. Если предварительно необ­
ходимое запрограммировать, сгенерировать в M athem atica, то можно выполнять анали­
тические преобразования, вычисления, импорт и экспорт данных, графическую визуали­
зацию; поддерживаются компоновки документа с разбивкой на страницы, со структурной 
детализацией; режим слайд-ш оу, разные способы формирования и просмотра результа­
тов в режиме реального времени. Важно, что формат CDF делает набор математических 
выражений семантически точным. В дополнение к качественной верстке, пригодной для 
публикаций, ф ормулу можно вводить полностью набранной типографским способом и 
использовать для вычислений; также доступно указание формата вывода результатов: 
математическая нотация, формат языка программирования. Документ, первоначально
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созданный в одном стиле, можно преобразовать в множество форм: отчет, статья, учеб­
ник, презентация, инфографика или приложение, возможно немедленное обновление 
стилей динамического и статического контента.
Проект Wolfram Demonstrations
Компанией W olfram  Research создан и регулярно обновляется систематизирован­
ный каталог свободно распространяемы х онлайновых интерактивных демонстраций -  
программных прилож ений-проектов [9]. По состоянию на февраль 2015 г. в каталоге раз­
мещены и доступны  посетителям сайта более 9890 демонстраций по разным разделам 
науки, техники, жизни. Целями проекта являются: демонстрация возможностей и приё­
мов программирования в системе M athem atica; расш ирение круга пользователей разра­
боток W olfram. Включённые в коллекцию модули с интерактивным интерфейсом ди н а­
мически иллюстрируют реш ения задач, различные процессы и понятия в ш ироком ди а­
пазоне областей: математика, естественные науки, техника, экономика и т.д.; охватывают 
различные уровни знаний от элементарной ш кольной математики до слож ных тем, 
например, таких как квантовая механика или модели биологических организмов.
Все включаемые в каталог демонстрационны е примеры имеют непосредственно 
связанный с графикой или визуализацией пользовательский интерфейс, который ди на­
мически пересчитывается в ответ на такие действия пользователя, как нажатие на кнопку 
или перетаскивание графического элемента [10]. Каждая демонстрация имеет описание 
представляемой идеи. Все модули коллекции доступны для скачивания в формате систе­
мы M athem atica  NB и формате вычисляемых документов CDF.
П р и м е р ы  р е а л и з а ц и й
Основные компоненты, применяемые средства создания и сопровождения интел­
лектуальны х обучаю щ их систем отметим на примерах подготовки электронны х интерак­
тивных учебны х материалов дисциплины  «Компьютерная графика». Специфика препо­
давания этого предмета состоит в том, что в каждой теме изучается не только теоретиче­
ский, но требуется сопровождающ ий иллюстративный графический материал. В отдель­
ных темах математическая составляющ ая достаточно сложная, поэтому важно иметь воз­
мож ность делать выкладки и преобразования, причём в математической нотации, на пер­
сональном компьютере. Н аглядность представления материала, возмож ность конструи­
рования воображ аемых моделей по их математическим описаниям -  одно из необходи­
мых требований для корректного понимания сути моделей и их описаний. Создание ин ­
терактивных, динамических графиков, поясняю щ их примеров-иллю страций, обычно, 
предполагает сложные геометрические расчёты и аналитические преобразования. П одго­
товка соответствующ их программных приложений не только требует специальных навы ­
ков, но и очень трудоёмка. Система M athem atica  предоставляет реш ение этой проблемы, 
в частности, через использование программны х модулей W olfram  Dem onstrations Project.
О программных модулях, используемых в темах дисциплины
В процессе преподавания в БГУ на факультете прикладной математики и инф ор­
матики предмета «Компьютерная графика» (специальность «прикладная информатика») 
используются интерактивные демонстрации (программные прилож ения-проекты) из 
коллекций [9] по следующ им темам:
• Цвет в компьютерной графике. Аддитивная, субтрактивная цветовые системы, 
модель «цветовой куб». Интуитивные цветовые модели и их геометрическая интерпрета­
ция. Стандартные цветовые системы и преобразования м еж ду ними.
• М атематические основы маш инной графики. Точка, вектор, расстояние на 
плоскости и в пространстве. Уравнения отрезка, луча в 2D и 3D: параметрические, с 
направляющ им вектором. Нормаль. Расстояние до точки. Угол между прямыми.
• П реобразования координат. Однородные координаты. Геометрические преоб­
разования в 2D и 3D. М атричное представление преобразований (сдвиг, отраже-
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ние/симметрия, поворот, масштаб). Задачи поворота вокруг произвольной оси, относи­
тельно точки. Композиция 3D преобразований, их коммутативность. Конвейер геометри­
ческих преобразований. П роекции, матрицы проективных преобразований.
• Основы обработки цифровых изображений. Линейные, нелинейные фильтры, 
примеры, морфологические операторы. П оиск границ на основе градиента, лапласиана.
• П остроение реалистичных изображений. М одели освещения в компьютерной 
графике. М оделирование прозрачности. П остроение теней. Текстура. Понятие, примеры 
воксельной графики.
Отметим несколько типичных первоисточников. Все перечисленные ниже проекты 
вызываются на сайте [9], можно скачать исходные коды или CDF документы , достаточно 
набрать название с удалением в нём пробелов.
Одна из начальных тем в компьютерной графике -  цвет и цветовые модели. Из 
коллекции используются интерактивные модули визуализации различны х цветовых м о­
делей, выполнения преобразований между ними, в частности приложения: Colors o f the 
Visible Spectrum; Overlapping Light Colors; Colored Lights; N am ed Colors; Select, View, and 
Com pare N am ed Colors; Analogous and Com plem entary Colors; Newton's Color W heel; Color 
Cube; Color Triangles; Color Space; Cartesian Color Coordinate Spaces; RGB and CM YK Colors; 
RGB Explorer; Orthogonal View s o f N am ed RGB Colors; H SV Colors; H SV Loci in the RGB Col­
or Space; CIE Chrom aticity Diagram.
М одули, которые применяются при изучении разделов «М атематические основы 
маш инной графики»: Understanding 2D Translation; Understanding 2D Shearing; U nder­
standing 2D Rotation; Understanding 2D Reflection; Understanding 2D Rescaling; 3D graphics 
modules: Understanding 3D Rotation; Understanding 3D Scaling; Understanding 3D Reflec­
tion; Understanding 3D Shearing; Two M odels o f Projective Geometry; Orthographic Projection 
o f Parallelepipeds; Stereographic Projection o f Platonic Solids; Dissection of a Prism atoid into 
Prism s; Cutoff Parallelepipeds.
Во всех модулях визуализации в NB, CDF докум ентах кроме управления ползунка­
ми на панелях (геометрическими параметрами, цветами, прозрачностью выводимых объ­
ектов) пользователь может менять масш таб объекта, поворачивать его во всех направле­
ниях. Т.к. доступны  исходные коды, студентам предоставляются доработанные прилож е­
ния, с использованием русскоязычной терминологии, оформления графики, как в базо­
вых учебниках и пособиях; комментарии в модулях переведены на русский язык.
Технические решения на примере одной из тем дисциплины
Интерактивные электронные ресурсы при преподавании дисциплины  «Компью­
терная графика» используются на всех этапах: в лекциях, практических занятиях, кон­
тролируемой самостоятельной работе, текущ ем контроле знаний, в итоговой диагностике 
результатов учебной деятельности, которая выполняется в формате компьютерного те­
стирования. П риведём и поясним компоненты электронного учебно-методического ком­
плекса на примере изучения темы «Геометрические преобразования в 2D и 3D. М атрич­
ное представление, композиция 3D преобразований». На рисунках ниже представлены 
скринш оты, иллюстрирующ ие кадры программного модуля, предоставляемого 
студентам.
На рисунке 1 показан ф рагмент главного окна программного модуля. С модулем 
можно работать в M athem atica  или, используя CDF Player, есть изложение теории, ссы л­
ки, формулировки заданий для выполнения; все тексты, где есть формулы, записаны в 
математической нотации. В исполняемых секциях можно выполнять символьные вы чис­
ления, преобразования, операции с матрицами, строятся требуемые изображения.
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Учебные материалы, инструкции и рекомендации, обучающие примеры и упражнения 
(оригинал документа создан и предоставляется студентам в формате NB, 
электронная версия конспекта размещена на сайте www.cas.fpmi.bsii.by)
Содержание занятия 7, учебные материалы:
Однородные координаты 
Двумерные и трехмерные преобразования 
Матрицы аффинных преобразований 
Положительное вращение вокруг осей 
Задача поворота относительно точки 
Конвейер геометрических преобразований 
Рекомендуемая литература:
Контролируемая самостоятельная работа
Рис. 1. Вид главного окна программного модуля, группы секций
Например, в блоке «М атрицы аффинных преобразований» (фрагмент показан на 
рисунке 2) в следующ их секциях даны  пояснения функций системы M athem atica: Matrix- 
Form  -  вывод элементов одномерного или двумерного массива (списка) в матричном 
формате; Inverse, Transpose -  обращ ение, транспонирование матрицы; Sim plify -  упро­
щение выражения. Эти функции представлены в виде упражнений, когда в заготовках 
можно менять значения, получать и просматривать результаты.
CG_09(Lect+KSR+pract).nb " - Wolfram Mathematica 10.0 .0.
* Матрицы аффинных преобразований 
Обращение матриц
для матрицы поворота достаточно изменить знак угла поворота
| "[il-
In v e r s e
c o s [е] -sin[e] о о ’
sin[e] c o s [ e ]  о о
О 0 1 0
О О 0 1 .
S im p l i f y [% ]  / / M a tr ix F o rm
Out[2^MatrixForm=
с о з ;э; S i n ' Э ' 0 0
-Sin. '9 ' C os 'Э' 0 0
0 0 1 0
. 0 0 0 1
Рис. 2. Фрагмент окна блока «Матрицы аффинных преобразований»
Вид окна начальных секций блока «Конвейер геометрических преобразований» с 
постановкой задачи «Сложение преобразований 3D» показан на рисунке 3.
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Рис. 3. Фрагмент окна блока «Сложение преобразований 3D»
Рассматривается классическая задача получения итоговой матрицы преобразова­
ния, реш ение состоит в выполнении 4-х шагов: перенос и 3 поворота вокруг координат­
ных осей (эскизы на рисунке 4) -  эти шаги реализуются стандартными действиями при­
менения соответствующ их матриц. В модуле после каждого шага выводятся графики (ис­
ходный, результат), а также рассчитываются и выводятся координаты точек. Так на р и ­
сунке 5 контролируются координаты точки Q3, которая после этого шага преобразований 
долж на оказаться на оси 0Z -  первые 2 координаты нулевые.
Рис. 5. Фрагмент окна с результатами проверки правильности преобразования
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Кроме секций документа с пояснениями и иллюстрациями алгоритмов преобразо­
ваний студентам для освоения предлагается программный модуль 
Understanding3DRotation+.cdf, который адаптирован по оригиналу из каталога W olfram  
Dem onstrations Project Understanding3DRotation-author.nb (перевод, изменены начальные 
ракурсы и масштаб просмотра, добавлены пояснения частей кода). На рисунках 6, 7 пока­
заны скринш оты панели управления, кадры с результатами работы модуля. Изменение 
значений wx, wy, wz -  повороты, изменение px, py, pz обеспечивает смещение; реализова­
ны и алгоритмы отсечения -  видно на нижнем правом фрагменте рисунка 7. В прилож е­
нии можно перемещ ать и поворачивать получаемую сцену; каждое действие управления 
можно выполнять, задавая значение параметра в поле ввода или перемещ ением бегунка, 
также можно запускать просмотр с автоматическим изменением параметра, регулировать 
скорость и направления прокрутки видео.
В модуле даны комментарии к основным функциям и опциям кода, чтобы студен­
ты могли вносить изменения, а также заимствовать приёмы написания программы, 
упраж няться, используя другие графические примитивы и фигуры. Например, поясняя 
использованную в коде функцию формирования и вывода графики Graphics3D, предлага­
ется вместо примитива куб (Cuboid) получить изображения с сферой или цилиндром, ко­
нусом и др. (Sphere, Cylinder, Cone, Ball, Parallelepiped, Prism).
Относительно применяемы х в модуле функций преобразования RotationTransform , 
TranslationTransform  -  дополнительно записаны пояснения и упраж нения, чтобы студен­
ты освоили функции системы AffineTransform , Geom etricTransform ation.
В части оформления, настройки вида объектов сцены в упраж нения включены по­
яснения правил задания толщ ины и типа линии (Thickness, Dashed, Dotted, DotDashed, 
Thick, Thin, AbsoluteThickness), цветов и прозрачности (Colors, Opacity), управления кад­
ром вывода (PlotRegion, PlotRange, PlotRangeClipping, AspectRatio, Scaled).
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Рис. 6. Фрагмент панели управления, окна вывода с пояснениями объектов сцены
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Рис. 7. Фрагменты кадров с результатами поворотов и перемещений
Особое внимание уделено вопросам программирования динамического вывода, 
использования инструментов интерактивности -  поясняются функции и опции динам и­
ческих вычислений, включения и выключения индикаторов, организации флажков, кно­
пок, иерархических и выпадающ их меню, локаторов (M anipulate, Dynamic, Initialization, 
Delim iter, PopupM enu, Checkbox, CheckboxBar, RadioButtonBar, SetterBar, TogglerBar, Con- 
trolType, Locator, Slider, Slider2D, ColorSlider, SaveDefinitions, AutorunSequencing).
З а к л ю ч е н и е
Описание компонент электронного документа поясняет, как применяемые сред­
ства обеспечивают процесс изучения дисциплины, когда теоретический материал увязы ­
вается с задачами усвоения и реализации базовых алгоритмов. П редлагаемая методика 
интегрирования интеллектуальных средств системы M athem atica, формата вычисляемых 
документов CDF, модулей коллекции демонстрационны х интерактивных приложений 
расш иряет границы создания и свободного распространения электронных интерактив­
ных образовательных ресурсов.
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